
南方科技大学 STA203《概率论基础》
期末互助课堂知识点梳理笔记

互助课堂导生：师珑天 (Longtian Shi)
个人主页：https://statslt.github.io/

基于 2025 年秋张卓松副教授讲义 Lecture Notes 1-9

2025 年 12 月 19 日

目录

1 概率论公理体系与基本概念 (Lecture 1-4) 3
1.1 概率空间与基本公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 条件概率与独立性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 随机变量及其分布 (重点内容) 5
2.1 随机变量的形式化定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 分布函数及其性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3 离散型随机变量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4 连续型随机变量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.5 随机变量函数的分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.6 期望、方差与高阶矩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3 多维随机变量与联合分布 (Lecture 6) 9
3.1 联合分布与边缘分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 独立性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 条件分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.4 协方差与相关系数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.5 随机向量的变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.6 和的分布与卷积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.7 顺序统计量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1

https://statslt.github.io/


概率论基础 (STA 203) 期末复习串讲笔记 - 完整版

4 多元正态分布 (Lecture 8) 13
4.1 二元正态分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4.2 多元正态分布的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5 期望的进一步性质与矩母函数 (Lecture 7) 14
5.1 协方差矩阵与相关系数矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
5.2 条件期望的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
5.3 矩母函数 (MGF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
5.4 特征函数 (CF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

6 极限定理 (Lecture 9) 16
6.1 收敛模式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
6.2 重要不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
6.3 大数定律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.4 中心极限定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.5 其他重要极限定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
6.6 弱收敛的理论工具 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2



概率论基础 (STA 203) 期末复习串讲笔记 - 完整版

1 概率论公理体系与基本概念 (Lecture 1-4)

1.1 概率空间与基本公理

概率空间

概率空间由三元组 (Ω,F ,P) 构成：

• 样本空间 Ω：所有可能结果的集合

• 事件域 F：Ω 的子集构成的 σ-代数，满足：

1. Ω ∈ F

2. 若 A ∈ F，则 Ac ∈ F

3. 若 A1, A2, . . . ∈ F，则
∪∞

i=1 Ai ∈ F

• 概率测度 P：映射 P : F → [0, 1]，满足：

1. 非负性：P(A) ≥ 0，∀A ∈ F

2. 规范性：P(Ω) = 1

3. 可列可加性：若 A1, A2, . . . 互不相容，则 P (
∪∞

i=1 Ai) =
∑∞

i=1 P(Ai)

博雷尔域 B(R)

B(R) 是包含所有区间 (a, b] 的最小 σ-代数。包含：

• 单点集：{a} =
∩∞

n=1(a−
1
n
, a]

• 开区间：(a, b) = (a, b] \ {b}

• 闭区间：[a, b] = (a, b] ∪ {a}

1.2 条件概率与独立性

条件概率

对于事件 A,B，且 P(B) > 0，定义：

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
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乘法公式

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2) · · ·P(An|A1 ∩ · · · ∩ An−1)

全概率公式

若 {Bi}∞i=1 是样本空间的划分（互不相容且
∪

i Bi = Ω），则：

P(A) =
∞∑
i=1

P(A|Bi)P(Bi)

贝叶斯公式

P(Bi|A) =
P(A|Bi)P(Bi)∑∞
j=1 P(A|Bj)P(Bj)

独立性

• 事件 A,B 独立：P(A ∩B) = P(A)P(B)

• 事件 A1, . . . , An 相互独立：对任意子集 {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}，有

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) = P(Ai1) · · ·P(Aik)

互斥 vs 独立

关键区别：

• 互斥：A ∩ B = ∅，P(A ∩ B) = 0

• 独立：P(A ∩B) = P(A)P(B)

• 除非 P(A) = 0 或 P(B) = 0，否则互斥事件一定不独立！
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2 随机变量及其分布 (重点内容)

2.1 随机变量的形式化定义

随机变量

设 (Ω,F ,P) 为概率空间。函数 X : Ω → R 称为随机变量，如果对任意 B ∈ B(R)，有：

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F

即原像可测。

2.2 分布函数及其性质

累积分布函数 CDF

FX(x) = P(X ≤ x) = P({ω : X(ω) ≤ x})，x ∈ R

CDF 的性质

任意分布函数 F 满足：

1. 单调不减：x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2)

2. 右连续：limh→0+ F (x+ h) = F (x)

3. limx→−∞ F (x) = 0，limx→∞ F (x) = 1

反之，满足这三条性质的函数一定是某个随机变量的分布函数。

2.3 离散型随机变量

概率质量函数 PMF

若 X 取值于可数集 S = {x1, x2, . . .}，则其 PMF 为：

p(xi) = P(X = xi) ≥ 0,
∑
i

p(xi) = 1

约定：本笔记中采用的几何分布支持为 k = 1, 2, . . .（首次成功前的试验次数），

P(X = k) = (1− p)k−1p, 0 < p < 1.

（若采用支持 k = 0, 1, . . .，需相应改为 (1− p)kp 并调整期望等式。）
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表 1: 常见离散分布及其性质
分布 PMF p(k) 支撑集/参数 E[X] Var(X)

伯努利 Bernoulli(p) pk(1− p)1−k k ∈ {0, 1} p p(1− p)

二项 Binomial(n, p)
(
n
k

)
pk(1− p)n−k k = 0, . . . , n np np(1− p)

几何 Geometric(p) (1− p)k−1p k = 1, 2, . . . 1
p

1−p
p2

泊松 Poisson(λ) e−λ λk

k!
k = 0, 1, . . . λ λ

几何分布的无记忆性

若 X ∼ Geometric(p)，则对任意 m,n ≥ 1：

P(X > m+ n|X > m) = P(X > n)

这是唯一具有离散无记忆性的分布。

2.4 连续型随机变量

概率密度函数 PDF

若存在非负可积函数 f(x)，使得对任意 B ∈ B(R)：

P(X ∈ B) =

∫
B

f(x)dx

则称 X 为连续型随机变量，f(x) 为其 PDF。

PDF 的性质

1. f(x) ≥ 0 对几乎所有 x 成立

2.
∫∞
−∞ f(x)dx = 1

3. P(a < X ≤ b) =
∫ b

a
f(x)dx

4. 在 f 的连续点处，F ′(x) = f(x)

指数分布的无记忆性

若 X ∼ Exp(λ)，则对任意 s, t > 0：

P(X > s+ t|X > t) = P(X > s) = e−λs

这是唯一具有连续无记忆性的分布。
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表 2: 常见连续分布及其性质
分布 PDF f(x) 支持集/参数 E[X] Var(X)

均匀 Uniform(a, b) 1
b−a

x ∈ [a, b], a < b a+b
2

(b−a)2

12

指数 Exp(λ) λe−λx x ≥ 0, λ > 0 1
λ

1
λ2

正态 Normal(µ, σ2) 1
σ
√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2 x ∈ R, µ ∈ R, σ > 0 µ σ2

2.5 随机变量函数的分布

设 X 为随机变量，Y = g(X)。求 Y 的分布有以下方法：

1. CDF 法（通用）：

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(g(X) ≤ y) =

∫
{x:g(x)≤y}

fX(x)dx

然后对 y 求导得 fY (y)。

2. 变换公式法（g 严格单调）：若 g 严格单调可微，反函数 h = g−1，则

fY (y) = fX(h(y)) · |h′(y)|

若 g 在某区间内不是单调的，应把满足 g(x) = y 的所有根 xi 加和：

fY (y) =
∑

xi:g(xi)=y

fX(xi) ·
1

|g′(xi)|
.

3. 特殊变换公式：

• Y = X2：fY (y) =
1

2
√
y
[fX(

√
y) + fX(−

√
y)], y > 0

• Y = |X|：fY (y) = fX(y) + fX(−y), y > 0

均匀分布的平方

设 X ∼ U(0, 1)，求 Y = X2 的分布。

解：对于 0 ≤ y ≤ 1，

FY (y) = P(X2 ≤ y) = P(X ≤ √
y) =

√
y

求导得：

fY (y) =
1

2
√
y
, 0 < y < 1

这是 Beta 分布的特例：Y ∼ Beta(1
2
, 1)。
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2.6 期望、方差与高阶矩

期望

• 离散型：E[X] =
∑

x x · p(x)（要求绝对收敛）

• 连续型：E[X] =
∫∞
−∞ xf(x)dx（要求绝对收敛）

期望的性质

1. 线性性：E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]

2. 单调性：若 X ≤ Y a.s.，则 E[X] ≤ E[Y ]

3. 函数期望：E[g(X)] =


∑

x g(x)p(x) 离散∫∞
−∞ g(x)f(x)dx 连续

方差与矩

• 方差：Var(X) = E[(X − E[X])2] = E[X2]− (E[X])2

• k 阶原点矩：E[Xk]

• k 阶中心矩：E[(X − E[X])k]

方差的性质

1. Var(X) ≥ 0

2. Var(aX + b) = a2Var(X)

3. 若 X,Y 独立，则 Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y )

4. 更一般地：Var (
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 Var(Xi) + 2
∑

i<j Cov(Xi, Xj)
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3 多维随机变量与联合分布 (Lecture 6)

3.1 联合分布与边缘分布

联合 CDF

FX,Y (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y)，必须满足：

1. 矩形不等式 (2-increasing)：对任意 x1 < x2, y1 < y2，有

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0

（该式等于 P(x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2)）

2. 对每个变量单调不减，且关于每个变量右连续

3. limx→−∞ F (x, y) = 0，limy→−∞ F (x, y) = 0

4. limx,y→∞ F (x, y) = 1

联合密度

若存在 f(x, y) ≥ 0，使得对任意 D ⊆ R2：

P((X,Y ) ∈ D) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy

则 f(x, y) 为联合密度函数。

边缘密度

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx
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3.2 独立性

随机变量的独立性

X,Y 独立 ⇐⇒ 对任意 A,B ∈ B(R)：

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B)

等价条件：

• FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

• fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) （连续情形）

• pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y) （离散情形）

独立性的判别法

若联合密度可分解为 f(x, y) = g(x)h(y)，且定义域为矩形区域（即 x, y 取值范围独立），

则 X 与 Y 独立。否则通常不独立。

非独立的特殊情况

设 (X,Y ) 在单位圆内均匀分布：f(x, y) =

 1
π
, x2 + y2 ≤ 1

0, 否则
虽然密度函数看似” 可分

解”（为常数），但定义域 x2 + y2 ≤ 1 耦合了 x 和 y，故 X 与 Y 不独立。

3.3 条件分布

条件密度

给定 Y = y 下 X 的条件密度：

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
, 若fY (y) > 0

条件期望

E[X|Y = y] =

∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx

E[X|Y ] 是一个随机变量，其取值为 E[X|Y = y] 当 Y = y。
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全期望公式 (Tower Property)

E[E[X|Y ]] = E[X]

即
∫
E[X|Y = y]fY (y)dy = E[X]

全方差公式

Var(X) = E[Var(X|Y )] + Var(E[X|Y ])

3.4 协方差与相关系数

协方差

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ]

相关系数

ρXY =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )

满足 −1 ≤ ρXY ≤ 1

相关系数的性质

1. |ρXY | = 1 ⇐⇒ 存在 a, b 使得 Y = aX + b a.s.

2. 若 X,Y 独立，则 ρXY = 0（独立 ⇒ 不相关）

3. 反之不成立：不相关 ⇏ 独立

经典反例：不相关但不独立

设 X ∼ N(0, 1)，Y = X2。计算：

E[X] = 0, E[Y ] = E[X2] = 1

E[XY ] = E[X3] = 0 (奇函数，对称性)

Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = 0

故 ρXY = 0，但不独立：Y 完全由 X 决定。
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3.5 随机向量的变换

设 (X,Y ) 有联合密度 fXY (x, y)，变换 (U, V ) = (g1(X,Y ), g2(X,Y )) 可逆，雅可比行列

式 J = ∂(x,y)
∂(u,v)

̸= 0，则：

fUV (u, v) = fXY (x(u, v), y(u, v))|J |

和与差的分布

设 U = X + Y，V = X − Y，则：

fUV (u, v) =
1

2
fXY

(
u+ v

2
,
u− v

2

)
特别地，若 X,Y 独立，则 U 的边际密度为卷积：

fU(u) =

∫ ∞

−∞
fX

(
u+ v

2

)
fY

(
u− v

2

)
1

2
dv =

∫ ∞

−∞
fX(z)fY (u− z)dz

3.6 和的分布与卷积

卷积公式

若 X,Y 独立连续，Z = X + Y，则：

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx = (fX ∗ fY )(z)

表 3: 独立随机变量和的可加性
X 的分布 Y 的分布 X + Y 的分布

Binomial(n, p) Binomial(m, p) Binomial(n+m, p)

Poisson(λ1) Poisson(λ2) Poisson(λ1 + λ2)

Normal(µ1, σ
2
1) Normal(µ2, σ

2
2) Normal(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2)

Gamma(α1, λ) Gamma(α2, λ) Gamma(α1 + α2, λ)

Exp(λ) Exp(λ) Gamma(2, λ)
Chi-squared(n) Chi-squared(m) Chi-squared(n+m)

3.7 顺序统计量

设 X1, . . . , Xn i.i.d.，分布函数 F，密度 f。

• 第 k 个顺序统计量 X(k) 的密度：

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1[1− F (x)]n−kf(x)

12
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• 最小值 X(1) 的分布：Fmin(x) = 1− [1− F (x)]n

• 最大值 X(n) 的分布：Fmax(x) = [F (x)]n

• 极差 R = X(n) −X(1) 的分布：

fR(r) = n(n− 1)

∫ ∞

−∞
[F (x+ r)− F (x)]n−2f(x)f(x+ r)dx, r > 0

4 多元正态分布 (Lecture 8)

4.1 二元正态分布

(X,Y ) ∼ N(µX , µY ; σ
2
X , σ

2
Y ; ρ)，联合密度：

f(x, y) =
1

2πσXσY

√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[
(x− µX)

2

σ2
X

− 2ρ
(x− µX)(y − µY )

σXσY

+
(y − µY )

2

σ2
Y

]}
二元正态的性质

1. 边际分布：X ∼ N(µX , σ
2
X)，Y ∼ N(µY , σ

2
Y )

2. 条件分布：Y |X = x ∼ N
(
µY + ρ σY

σX
(x− µX), σ

2
Y (1− ρ2)

)
3. 独立性：X,Y 独立 ⇐⇒ ρ = 0

4. 线性组合：aX + bY ∼ N(aµX + bµY , a
2σ2

X + 2abρσXσY + b2σ2
Y )

4.2 多元正态分布的定义

多元正态分布

随机向量 X = (X1, . . . , Xp)
T 服从 p 维正态分布 Np(µ,Σ)，若其联合密度为：

f(x) = (2π)−p/2|Σ|−1/2 exp
(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
其中 µ ∈ Rp 为均值向量，Σ ∈ Rp×p 为对称正定协方差矩阵。

矩母函数定义

更一般地，X ∼ Np(µ,Σ) 当且仅当其矩母函数为：

MX(t) = E[exp(tTX)] = exp
(
tTµ+

1

2
tTΣt

)
, t ∈ Rp

此定义允许 Σ 半正定（奇异正态）。

13
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多元正态的性质

1. 线性变换：若 X ∼ Np(µ,Σ)，A ∈ Rq×p，b ∈ Rq，则

AX + b ∼ Nq(Aµ+ b,AΣAT )

2. 边际分布：任意子向量仍服从多元正态

3. 条件分布：给定部分变量，其余变量仍服从多元正态

4. 独立性：对于多元正态，不相关 ⇐⇒ 独立。即：

Cov(X1,X2) = 0 ⇐⇒ X1 与X2 独立

5. 二次型：若 X ∼ Np(µ,Σ)，Σ > 0，则

(X − µ)TΣ−1(X − µ) ∼ χ2(p)

条件分布公式

设 X =

(
X1

X2

)
∼ N

((
µ1

µ2

)
,

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

))
，则

X1|X2 = x2 ∼ N
(
µ1 +Σ12Σ

−1
22 (x2 − µ2),Σ11 −Σ12Σ

−1
22 Σ21

)

5 期望的进一步性质与矩母函数 (Lecture 7)

5.1 协方差矩阵与相关系数矩阵

对于随机向量 X = (X1, . . . , Xp)
T：

• 协方差矩阵：Σ = (σij)，其中 σij = Cov(Xi, Xj)

• 相关系数矩阵：R = (ρij)，其中 ρij =
σij√
σiiσjj

协方差的双线性性

Cov
(

n∑
i=1

aiXi,

m∑
j=1

bjYj

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjCov(Xi, Yj)

Var
(

n∑
i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

a2i Var(Xi) + 2
∑
i<j

aiajCov(Xi, Xj)

14
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5.2 条件期望的性质

条件期望的性质

设 E[|X|] < ∞，则：

1. 线性性：E[aX + bY |Z] = aE[X|Z] + bE[Y |Z] a.s.

2. 独立性：若 X 与 Z 独立，则 E[X|Z] = E[X] a.s.

3. 可测性：E[g(Z)X|Z] = g(Z)E[X|Z] a.s.

4. 迭代期望：E[E[X|Y, Z]|Z] = E[X|Z] a.s.

最优预测

对于任意函数 g，有：

E[(X − E[X|Y ])2] ≤ E[(X − g(Y ))2]

即条件期望是最小均方误差预测。

5.3 矩母函数 (MGF)

矩母函数

MX(t) = E[etX ]，定义域为使得期望存在的 t 的集合。

MGF 的性质

1. 矩的生成：若 MX(t) 在 t = 0 的邻域内存在，则 E[Xn] = M
(n)
X (0)

2. 唯一性：MGF 唯一确定分布（在存在区间内）

3. 独立和的 MGF：若 X,Y 独立，则 MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

4. 线性变换：MaX+b(t) = ebtMX(at)

5.4 特征函数 (CF)

特征函数

φX(t) = E[eitX ]，其中 i =
√
−1。特征函数总是存在。

15
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表 4: 常见分布的矩母函数
分布 矩母函数 MX(t)

Bernoulli(p) 1− p+ pet

Binomial(n, p) (1− p+ pet)n

Poisson(λ) exp(λ(et − 1))

Geometric(p) pet

1−(1−p)et
, t < − ln(1− p)

Uniform(a, b) ebt−eat

(b−a)t
, t ̸= 0

Exp(λ) λ
λ−t

, t < λ

Normal(µ, σ2) exp(µt+ 1
2
σ2t2)

Gamma(α, λ)
(

λ
λ−t

)α
, t < λ

Chi-squared(n) (1− 2t)−n/2, t < 1
2

MGF 与 CF 的关系

• 若 MGF 存在，则 CF 可通过 t → it 获得

• CF 总是存在且唯一确定分布

• Lévy 连续性定理：Xn
d−→ X ⇐⇒ φXn(t) → φX(t) 对所有 t

6 极限定理 (Lecture 9)

6.1 收敛模式

各种收敛模式

设 {Xn} 为随机变量序列，X 为随机变量。

1. 几乎必然收敛 (a.s.)：Xn
a.s.−−→ X 若 P(limn→∞ Xn = X) = 1

2. 依概率收敛：Xn
P−→ X 若 ∀ε > 0，limn→∞ P(|Xn −X| > ε) = 0

3. 依分布收敛：Xn
d−→ X 若 limn→∞ FXn(x) = FX(x) 在所有 FX 的连续点成立

4. Lp 收敛：Xn
Lp

−→ X 若 limn→∞ E[|Xn −X|p] = 0，p ≥ 1

16
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收敛模式之间的关系

a.s. P d

Lp

具体而言：

• Xn
a.s.−−→ X ⇒ Xn

P−→ X

• Xn
Lp

−→ X ⇒ Xn
P−→ X

• Xn
P−→ X ⇒ Xn

d−→ X

• 若 Xn
P−→ c（常数），则 Xn

d−→ c

• 若 Xn
d−→ c（常数），则 Xn

P−→ c

各种收敛的反例

1. 依概率收敛但不几乎必然收敛：设 {Xn} 独立，P(Xn = 1) = 1/n，P(Xn = 0) =

1− 1/n。则 Xn
P−→ 0，但由 Borel-Cantelli 引理，Xn = 1 i.o.，故不 a.s. 收敛。

2. 依分布收敛但不依概率收敛：设 X ∼ N(0, 1)，Xn = (−1)nX。则 Xn ∼ N(0, 1)，

故 Xn
d−→ X，但 |Xn −X| = |1− (−1)n||X|，不依概率收敛。

3. 几乎必然收敛但不 Lp 收敛：设 Xn = n1/p1[0,1/n]，则 Xn
a.s.−−→ 0，但 E[|Xn|p] = 1，

不 Lp 收敛。

6.2 重要不等式

马尔可夫不等式

若 X ≥ 0，则对任意 a > 0：P(X ≥ a) ≤ E[X]
a

切比雪夫不等式

若 E[X] = µ，Var(X) = σ2，则对任意 k > 0：

P(|X − µ| ≥ k) ≤ σ2

k2

等价地，P(|X − µ| ≥ kσ) ≤ 1
k2

17
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柯西-施瓦茨不等式

|E[XY ]| ≤
√

E[X2]E[Y 2]

琴生不等式

若 φ 是凸函数，则 φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]

6.3 大数定律

弱大数定律 (WLLN)

设 {Xn} i.i.d.，E[|X1|] < ∞，µ = E[X1]，则：

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ µ

强大数定律 (SLLN)

在相同条件下，X̄n
a.s.−−→ µ

SLLN 证明思路（在存在四阶矩时）. 令 µ = E[X1]，记中心化变量 Yi = Xi−µ（则 E[Yi] = 0）。

若 E[X4
1 ] < ∞，则

E
[
(X̄n − µ)4

]
=

1

n4
E
[( n∑

i=1

Yi

)4]
=

1

n4

[
nE[Y 4

1 ] + 3n(n− 1)
(
E[Y 2

1 ]
)2]

= O

(
1

n2

)
.

由 Markov 不等式，

P(|X̄n − µ| > ε) ≤ E[(X̄n − µ)4]

ε4
= O

(
1

n2

)
.

因此
∑

n P(|X̄n − µ| > ε) < ∞，由 Borel–Cantelli 引理得 X̄n
a.s.−−→ µ。

6.4 中心极限定理

林德伯格-莱维 CLT

设 {Xn} i.i.d.，E[X1] = µ，Var(X1) = σ2 < ∞，则：
√
n(X̄n − µ)

σ
=

∑n
i=1 Xi − nµ

σ
√
n

d−→ N(0, 1)

18
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棣莫弗-拉普拉斯定理

二项分布的正态近似：设 Sn ∼ Binomial(n, p)，则：

Sn − np√
np(1− p)

d−→ N(0, 1)

近似时需连续性修正：

P(a ≤ Sn ≤ b) ≈ Φ

(
b+ 1

2
− np√

np(1− p)

)
− Φ

(
a− 1

2
− np√

np(1− p)

)

6.5 其他重要极限定理

Borel-Cantelli 引理

1. 若
∑∞

n=1 P(An) < ∞，则 P(An i.o.) = 0

2. 若 {An} 独立且
∑∞

n=1 P(An) = ∞，则 P(An i.o.) = 1

Slutsky 定理

若 Xn
d−→ X，Yn

P−→ c（常数），则：

1. Xn + Yn
d−→ X + c

2. XnYn
d−→ cX

3. 若 c ̸= 0，则 Xn/Yn
d−→ X/c

连续映射定理

若 Xn
d−→ X，且 g 连续，则 g(Xn)

d−→ g(X) 若 Xn
P−→ X，则 g(Xn)

P−→ g(X)

6.6 弱收敛的理论工具

分布函数的弱收敛

Fn
w−→ F 若 limn→∞ Fn(x) = F (x) 在所有 F 的连续点成立。
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Helly 选择定理与紧性

1. Helly 选择定理：任意分布函数序列 {Fn} 必存在一个子列 {Fnk
}，使得 Fnk

(x)

在每一点都收敛于某个右连续非减函数 F (x)（注：F 不一定是概率分布函数，可

能 F (∞) < 1）。

2. Prokhorov 定理：若分布函数序列 {Fn} 是紧的 (Tight)，即对任意 ϵ > 0，存

在 M > 0 使得：

inf
n

(
Fn(M)− Fn(−M)

)
> 1− ϵ

则其必存在弱收敛于概率分布函数的子列。

Lévy 连续性定理（最常用）

设 {Xn} 对应特征函数为 φn(t)。Fn
w−→ F ⇐⇒ φn(t) → φ(t) 对所有 t，其中 φn, φ 为

对应的特征函数。即：

• 若 Xn
d−→ X，则 φn(t) → φX(t) 对所有 t。

• 反之，若 φn(t) 对所有 t 收敛于某个函数 φ(t)，且 φ(t) 在 t = 0 处连续，则 φ(t)

必是某个随机变量 X 的特征函数，且 Xn
d−→ X。

Portmanteau 定理

以下陈述等价：

1. Xn
d−→ X

2. E[g(Xn)] → E[g(X)] 对所有有界连续函数 g

3. lim supP(Xn ∈ C) ≤ P(X ∈ C) 对所有闭集 C

4. lim infP(Xn ∈ O) ≥ P(X ∈ O) 对所有开集 O

期末备考重点与策略

1. 概念理解：深入理解概率空间、随机变量、分布函数、独立性、条件期望、各种收敛模
式等核心概念。

2. 计算能力：

• 熟练掌握离散/连续随机变量的期望、方差计算

• 随机变量函数分布的求法（CDF 法、变换公式法）

• 多维随机变量的边际分布、条件分布、独立性判断
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• 协方差、相关系数的计算

• 矩母函数、特征函数的计算与性质应用

3. 定理应用：

• 大数定律与中心极限定理的应用

• 全概率公式、贝叶斯公式、全期望公式的应用

• 不等式（Markov、Chebyshev、Cauchy-Schwarz）的应用

• 极限定理（Slutsky、连续映射）的应用

4. 证明技巧：

• 收敛模式的证明与反例构造

• 利用特征函数证明极限定理

• 利用 Borel-Cantelli 引理证明 a.s. 收敛

5. 高频考点：

• 多维随机变量函数的分布

• 协方差矩阵与相关系数矩阵

• 条件期望与全方差公式

• 中心极限定理的近似计算

• 各种收敛模式的辨析与反例

祝大家期末考试顺利！
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